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Sur les Alge`bres Vertex Attache´es
aux Varie´te´s Alge´briques
Vadim Schechtman*
Abstract
Sganarelle: ... Mais encore faut-il croire quelque chose dans le monde:
qu’est-ce donc que vous croyez?
Dom Juan: Ce que je crois?
Sganarelle: Oui.
Dom Juan: Je crois que deux et deux sont quatre, Sganarelle, et que
quatre et quatre sont huit.
Molie`re, Dom Juan
One dicusses sheaves of vertex algebras over smooth varieties and their
connections with characteristic classes.
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1. Introduction
Le but de cette note est de presenter une classification de certaines alge`bres
vertex, qui peuvent eˆtre associe´es a` des varie´te´s alge´briques lisses; ceci est l’occasion
de rencontrer des classes caracte´ristiques “style Pontryagin-Atiyah-Chern-Simons”.
Ceci a e´te´ obtenu dans [GMS] dont la presente note est un comple´ment. On propose
ici une de´finition plus simple d’une alge´bro¨ıde vertex (infra, 2.4, 2.6), un e´nonce´
plus pre´cis et une de´monstration courte du re´sultat principal de op. cit. (infra,
3.4, 3.6, 3.7). A` la fin on propose une construction directe des alge`bres vertex
associe´es aux courbes, a` l’aide des alge`bres de Virasoro introduites par A.Beilinson.
Le point de de´part de cette note e´tait une tentative de comprendre le complexe de
de Rham chiral de´couvert par F.Malikov, [MSV]. Je remercie vivement mes amis et
collaborateurs Arkady Vaintrob, Fyodor Malikov et Vassily Gorbounov.
*Laboratoire Emile Picard, Universite´ Paul Sabatier, 118, Route de Narbonne, 31062 Toulouse
Cedex 4, France. E-mail: schechtman@picard.ups-tlse.fr
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2. Alge´bro¨ıdes vertex
2.1. On fixe un corps de base k de caracte´ristique 0. Rappelons qu’une alge`bre
vertex est un k-espace vectoriel V muni d’un vecteur distingue´ 1 ∈ V (dit vacuum)
et d’une famille d’applications k-line´aires (i) : V ⊗k V −→ V (i ∈ Z) telles que
x(i)y = 0 pour i assez grand. Si l’on pose ∂x := x(−2)1, on obtient un ope´rateur
∂ : V −→ V . Les axiomes de [B] doivent eˆtre ve´rifie´s. On n’est interesse´ que par
les alge`bres vertex Z≥0- gradue´es, ce qui signifie que l’espace V est muni d’une Z≥0-
graduation (dite poids conforme), V = ⊕n≥0 Vn, 1 ∈ V0 et Vn(i)Vm ⊂ Vn+m−i−1.
En particulier ∂Vn ⊂ Vn+1. Les morphismes de telles alge`bres e´tant de´finis de
manie`re e´vidente, on obtient la cate´gorie Vert des alge`bres vertex Z≥0-gradue´es.
2.2. “Donne´es classiques” associe´es a` une alge`bre vertex. Soit V ∈
Vert. Pour eˆtre bref on e´crira xy au lieu de x(−1)y; c’est une ope´ration non com-
mutative et non associative en ge´ne´ral. On a VnVm ⊂ Vn+m. Posons A(V ) = V0;
l’ope´ration xy est commutative et associative sur V0; donc A(V ) devient une k-
alge`bre commutative avec unite´ 1. Posons A(V ) = V1. Soit Ω(V ) le sous-k-
vectoriel de A(V ) engendre´ par les e´le´ments a∂b, a, b ∈ A(V ). Alors Ω(V ) de-
vient un A(V )-module et ∂ : A(V ) −→ Ω(V ) est une de´rivation. En outre, si l’on
pose T (V ) := A(V )/Ω(V ), l’ope´ration ax induit une structure de A(V )-module sur
T (V ). (Par contre, A(V ) n’est pas un A(V )-module en ge´ne´ral, a` cause de la non
associativite´ de l’ope´ration ax.) L’ope´ration (0) : A(V ) × A(V ) −→ A(V ) induit
l’application [, ] : T (A) × T (A) −→ T (A) qui est un crochet de Lie; l’ope´ration
(0) : A(V )×A(V ) −→ A(V ) induit une action de T (V ) sur A(V ) par de´rivations;
on a [τ, aτ ′] = a[τ, τ ′] + τ(a)[τ, τ ′], i.e. T (V ) devient une A(V )-alge´bro¨ıde de
Lie. La premie`re ope´ration induit aussi une action de l’alge`bre de Lie T (V ) sur
Ω(V ) telle que ∂ est un morphisme de T (V )-modules, et τ(aω) = τ(a)ω + aτ(ω).
Enfin, l’ope´ration (1) : A(V ) × A(V ) −→ A est syme´trique et induit un ac-
couplement A(V )-biline´aire 〈, 〉 : T (V ) × Ω(V ) −→ A(V ) telle que τ(〈τ ′, ω〉) =
〈[τ, τ ′], ω〉+ 〈τ ′, τ(ω)〉 et (aτ)(ω) = aτ(ω) + 〈τ, ω〉∂a.
2.3. “Donne´es quantiques.” Les proprie´te´s (Alg1) — (Alg3) ci-dessous
sont ve´rifie´es, ou` a ∈ A(V ), x, y, z ∈ A(V ), π : A(V ) −→ T (A) e´tant la projection
canonique.
(Alg1) (ax)(1)y = a(x(1)y)− π(x)π(y)(a).
(Alg2) x(0)y + y(0)x = ∂(x(1)y); (∂x)(0)y = 0.
(Alg3) x(0)(y(i)z) = (x(0)y)(i)z + y(i)(x(0)z), i = 0, 1.
2.4. Soit A une k-alge`bre commutative de type fini, lisse sur k. Posons
Ω(A) = Ω1A/k, T (A) = Derk(A,A) (l’alge`bre de Lie de k-de´rivations de A). Soit
∂ = ∂DR : A −→ Ω(A) la de´rivation universelle. On a l’accouplement non degene´re´
A-biline´aire 〈, 〉 : T (A) × Ω(A) −→ A; l’alge`bre de Lie T (A) agit sur Ω(A) par la
de´rive´e de Lie. Ces donne´es ve´rifient toutes les proprie´te´s de 2.2.
Une A-alge´bro¨ıde vertex est un k-espace vectoriel A muni d’un sous-espace
F 1A ⊂ A avec les identifications de k-vectoriels F 1A = Ω(A), A/F 1A = T (A)
et des ope´rations k-biline´aires (−1) : A × A −→ A, (a, x) 7→ ax = a(−1)x, (1) :
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A × A −→ A syme´trique, (0) : A × A −→ A. On demande que (i) A(−1)Ω(A) ⊂
Ω(A) et que l’action de A sur Ω(A) et sur T (A) induite par (−1) co¨ıncide avec
l’action canonique; (ii) Ω(A)(i)Ω(A) = 0 (i = 0, 1); Ω(0)A ⊂ Ω(A), l’ope´ration
T (A) × T (A) −→ T (A) induite par (0) co¨ıncide avec le crochet de Lie, et l’action
induite T (A)×Ω(A) −→ Ω(A) co¨ıncide avec la derive´e de Lie; (iii) l’acccouplement
〈, 〉 : T (A) × Ω(A) −→ A induit par (1) co¨ıncide avec l’accouplement canonique.
Enfin, les proprie´te´s (Alg1) — (Alg3) doivent eˆtre ve´rifie´es. Dans (Alg3) pour i = 1
on interpre`te la partie de gauche comme π(x)(y(1)z).
Soit T ·(A) une alge´bre de Lie dg concentre´e en degre´s −1, 0, avec T−1(A) =
T 0(A) = T (A), d : T−1(A) −→ T 0(A) l’identite´, le crochet [, ]0,−1 l’action adjointe.
Soit Ω·(A) : 0 −→ A
∂
−→ Ω(A) −→ Ω(A)/∂A −→ 0 le complexe concentre´ en
degre´s −2,−1, 0 avec les diffe´rentielles e´videntes. Ce complexe est un module dg
sur T ·(A) (l’action de T 0(A) est par la de´rive´e de Lie, la composante [, ]−1,−1 :
T−1(A) × Ω−1(A) −→ Ω−2(A) e´tant l’accouplement canonique, et la composante
[, ]−1,0 e´tant de´finie par [τ, ω¯] = iτ (dω), ou` ω¯ ∈ Ω(A)/∂A est l’image de ω ∈ Ω(A),
d : Ω1A/k −→ Ω
2
A/k est la diffe´rentielle de de Rham, iτ : Ω
2
A/k −→ Ω
1
A/k est la
convolution avec τ). On peut exprimer les axiomes (Alg2) et (Alg3) en disant que
l’on a une alge`bre de Lie dg A· : 0 −→ A −→ A −→ A/∂A −→ 0, concentre´e
en degre´s −2,−1, 0, extension de T ·(A) par Ω·(A) (conside´re´e comme une sous-
alge`bre de Lie abe´lienne), telle que l’action de T ·(A) sur Ω·(A) induite co¨ıncide
avec celle de´crite ci-dessus. Un morphisme g : A −→ A′ est une application
k-line´aire respectant les ope´rations (i) et les filtrations, qui induit l’identite´ sur
Ω(A), T (A). D’ou` la cate´gorie AlgA des A-alge´bro¨ıdes vertex, qui est un groupo¨ıde
(chaque morphisme est un isomorphisme).
2.5. Soit A comme dans 2.4. On de´finit la cate´gorie VertA dont les objets
sont V ∈ Vert munies d’un isomorphisme de k-alge`bres A(V )
∼
−→ A, cet isomor-
phisme identifiant les donne´es classiques (T (V ),Ω(V ), ∂, 〈, 〉) correspondantes avec
les donne´es standardes (T (A),Ω(A), ∂DR, 〈, 〉) de´crites dans 2.4. Les morphismes
sont les morphismes des alge`bres vertex induisants l’identite´ sur les donne´es clas-
siques.
La construction 2.2, 2.3 donne lieu au foncteur Alg : VertA −→ AlgA, V 7→
A(V ). Ce foncteur admet l’adjoint a` gauche U : AlgA −→ VertA, l’alge`bre vertex
UA e´tant appele´e l’alge`bre enveloppante d’un alge´bro¨ıde vertex A. Pour chaque
A ∈ AlgA le morphisme d’adjonction A −→ Alg(UA) est un isomorphisme.
2.6. Le langage suivant est un peu plus explicite et est parfois commode.
Appelons A-alge´bro¨ıde vertex scinde´e un couple B =
(
〈, 〉, c), ou` 〈, 〉 : T (A) ×
T (A) −→ A (resp. c : T (A) × T (A) −→ Ω(A)) est une application k-biline´aire
syme´trique (resp. antisyme´trique). On demande que les proprie´te´s (AlgScind1)–
(AlgScind3) ci-dessous soient ve´rifie´es.
(AlgScind1) 〈aτ, bτ ′〉 − a〈τ, bτ ′〉 − b〈aτ, τ ′〉+ ab〈τ, τ ′〉 = −τ ′(a)τ(b).
(AlgScind2) 〈τ ′′, c(τ, τ ′)〉+〈τ ′, c(τ, τ ′′)〉 = 〈[τ, τ ′], τ ′′〉+〈τ ′, [τ, τ ′′]〉−τ(〈τ ′, τ ′′〉)
+τ ′(〈τ, τ ′′〉)/2 + τ ′′(〈τ, τ ′〉)/2.
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(AlgScind3) 3
{
τ(c(τ ′, τ ′′)) + τ ′(c(τ ′′, τ)) + τ ′′(c(τ, τ ′)) − c([τ, τ ′], τ ′′)−
c([τ ′, τ ′′], τ)− c([τ ′′, τ ], τ ′)
}
= ∂
{
〈τ, 12 [τ
′, τ ′′] + c(τ ′, τ ′′)〉+ 〈τ ′, 12 [τ
′′, τ ] + c(τ ′′, τ)〉+
〈τ ′′, 12 [τ, τ
′] + c(τ, τ ′)〉
}
.
Ses proprie´te´s entraˆınent que 〈, 〉 et c sont des ope´rateurs diffe´rentiels, d’ordres
2 et 3 respectivement.
E´tant donne´s deux A-alge´bro¨ıdes vertex scinde´es B = (〈, 〉, c) et B′ = (〈, 〉′, c′),
un morphisme f : B −→ B′ est par de´finition une application k-line´aire h =
hf : T (A) −→ Ω(A) satisfaisant les proprie´te´s (Mor1)–(Mor3) ci-dessous (dont la
premie`re implique que h est un ope´rateur diffe´rentiel d’ordre 2).
(Mor1) 〈τ ′, h(aτ)〉 − 〈aτ, τ ′〉+ 〈aτ, τ ′〉′ = a
{
〈τ ′, h(τ)〉 − 〈τ, τ ′〉+ 〈τ ′, τ〉′
}
.
(Mor2) 〈τ, τ ′〉 − 〈τ, τ ′〉′ = 〈τ, h(τ ′)〉+ 〈τ ′, h(τ)〉.
(Mor3)
c(τ, τ ′)−c′(τ, τ ′) = τ ′(h(τ))−τ(h(τ ′))+h([τ, τ ′])+∂{〈τ, h(τ ′)〉−〈τ ′, h(τ)〉}/2.
La composition est de´finie par hff ′ = hf + hf ′ ; l’identite´ est hid = 0. D’ou`
on obtient le groupo¨ıde AlgScindA des A-alge´bro¨ıdes vertex scinde´es. E´tant donne´
B comme ci-dessus, on pose A(B) = T (A)⊕ Ω(A) et de´finit les ope´rations (i), i =
−1, 0, 1 par les formules a(−1)τ = (aτ,−γ(a, τ)), ou` γ(a, τ) ∈ Ω(A) est de´fini par
〈τ ′, γ(a, τ)〉 = 〈aτ, τ ′〉 − a〈τ ′, τ〉 + ττ ′(a)
(l’axiome (AlgScind1) signifie que cette expression est A-line´aire en τ ′); τ(0)τ
′ =
([τ, τ ′],−c(τ, τ ′) + 12∂〈τ, τ
′〉, τ(1)τ
′ = 〈τ, τ ′〉. Ceci de´finit A(B) ∈ AlgA. Si f :
B −→ B′ est comme ci-dessus, on de´finit le morphisme g(f) : A(B) −→ A(B′) par
g(f)(τ) = (τ, hf (τ)). Ceci de´finit un foncteur AlgScindA −→ AlgA qui est une
e´quivalence des cate´gories.
2.7. Exemple. Supposons que A est telle que T (A) soit un A-module libre
et il existe une A-base b = {τ1, . . . , τn} de T (A) telle que [τi, τj ] = 0 pour tous i, j.
Nous appelerons telles alge`bres petites est les bases b abe´liennes. On pose
〈aτi, bτj〉b = −bτiτj(a)− aτjτi(b)− τi(b)τj(a), (2.7)〈,〉
cb(aτi, bτj) =
1
2
{τi(b)∂τj(a)− τj(a)∂τi(b)}+
1
2
∂{bτiτj(a)− aτjτi(b)}. (2.7)c
Alors Bb = (〈, 〉b, cb) est une A-alge´bro¨ıde vertex scinde´e.
3. Classification
3.1. Une alge`bre A e´tant toujours comme dans 2.4, on de´finit un groupo¨ıde
Gr(Ω
[2,3〉
A ) dont les objets sont les formes diffe´rentielles ferme´es ω ∈ Ω
3,fer
A/k , avec
Hom
Gr(Ω
[2,3〉
A
)
(ω, ω′) = {η ∈ Ω2A/k|dη = ω − ω
′}.
La composition des morphismes est l’addition de 2-formes. L’addition des 3-formes
induit une structure d’un groupe abe´lien en cate´gories sur ce groupo¨ıde.
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On remarque que si A,A′ sont deux A-alge´bro¨ıdes vertex avec le meˆme espace
sous-jacent la meˆme ope´ration (1), alors x(0)y − x(0)′y ∈ Ω(A); cet e´le´ment ne
de´pend que des π(x), π(y), ou` π : A −→ T (A) est l’application canonique, d’ou`
l’application cA,A′ : T (A) × T (A) −→ Ω(A). De plus, cette application est A-
biline´aire, et ωA,A′(τ, τ
′, τ ′′) := 〈τ, cA,A′ (τ
′, τ ′′)〉 est antisyme´trique en τ, τ ′, τ ′′,
donc ωA,A′ peut eˆtre considere´e comme une 3-forme diffe´rentielle, et cette forme
est ferme´e.
Re´ciproquement, e´tant donne´ A = AlgA et ω ∈ Ω
3,fer
A/k , on de´finit A
′ = A
.
+
ω ∈ AlgA ayant le meˆme espace sous-jacent que A et la meˆme ope´ration (1), avec
(0)′ =(0) −ω.
Si g : A
.
+ ω −→ A
.
+ ω′ est un morphisme, alors (g − id)(A) ⊂ Ω(A), (g −
id)|Ω(A) = 0, donc g − id induit une application hg : T (A) −→ Ω(A). La fonc-
tion, ηg(τ, τ
′) := 〈τ, hg(τ)〉 est antisyme´trique en τ, τ
′ et A-biline´aire, donc peut
eˆtre considere´e comme une 2-forme diffe´rentielle; on a dη = ω − ω′. Ceci in-
duit une bijection HomAlgA(A
.
+ ω,A
.
+ ω′) = {η ∈ Ω2A/k|dη = ω − ω
′}. On a
HomAlgA(A,A
′) = HomAlgA (A
.
+ ω,A′
.
+ ω). Cela de´finit une Action
.
+: AlgA × Gr(Ω
[2,3〉
A ) −→ AlgA. (3.1.1)
3.2. The´ore`me. Si A est petite (voir 2.7), alors le groupo¨ıde AlgA est un
Torseur sous Gr(Ω
[2,3〉
A ) par rapport a` l’Action (3.1.1), c’est a` dire, pour chaque
A ∈ AlgA le foncteur A
.
+? : Gr(Ω
[2,3〉
A ) −→ AlgA est une e´quivalence.
Par exemple, l’ensemble π0(AlgA) des classes d’isomorphisme de AlgA est un
torseur sous H3DR(A). Grace a` 2.6 le Torseur AlgA est non-vide pour A petite.
3.3. Soient A petite, et b = {τi}, b
′ = {τ ′i} deux bases abe´liennes, d’ou` les
alge´bro¨ıdes scinde´es Bb,Bb′ ; on a τ
′
i = φ
ijτj (la re`gle de Einstein est sous-entendue),
φ = (φij) ∈ GLn(A) (pour eˆtre bref, on e´crit b
′ = φb). On de´finit une application
hb′,b : T (A) −→ Ω(A), comme e´tant l’unique ope´rateur satisfaisant (Mor1), tel
que 〈τ ′i , hb′,b(τ
′
j)〉 = −
1
2 〈τ
′
i , τ
′
j〉b. De plus, on de´finit une application cb′,b : T (A)×
T (A) −→ Ω(A) comme e´tant l’unique ope´rateur tel que Bb′,b := (〈, 〉b, cb′,b) soit
une alge´bro¨ıde vertex scinde´e, et hb′,b soit un morphisme d’alge´bro¨ıdes scinde´es
Bb′ −→ Bb′,b. D’ou` la 3-forme αb′,b ∈ Ω
3,fer
A/k telle que Bb = Bb′,b
.
+ αb′,b. Si
b′′ = {τ ′′i } est la troisie`me base abe´lienne, avec τ
′′
i = ψ
ijτ ′j , on de´finit la 2-forme
βb′′,b′,b := hb′′,b′ + hb′,b − hb′′,b ∈ Ω
2
A/k.
3.4. The´ore`me. βb′′,b′,b =
1
2 tr{φ
−1ψ−1dψdφ}, αb′,b =
1
6 tr{(φ
−1dφ)3}.
De´monstration. Il resulte de (2.7) que
cb(τ
′
i , τ
′
j) =
1
2
tr
{
φ−1τ ′j(φ)φ
−1∂τ ′i(φ)− φ
−1τ ′i(φ)φ
−1τ ′j(φ)φ
−1∂φ− (i↔ j)
}
, (3.4)c
〈τ ′i , τ
′
j〉b = tr
{
−2φ−1τ ′iτ
′
j(φ) + φ
−1τ ′i(φ)φ
−1τ ′j(φ)
}
(3.4)〈,〉
d’ou`, en utilisant (Mor1),
hb′,b(τ
′′
i ) = tr
{
φ−1∂τ ′′i (φ) −
1
2
φ−1τ ′′i (φ)φ
−1∂φ+ φ−1ψ−1τ ′′i (ψ)∂φ
}
. (3.4)h
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Par de´finition, cb′,b(τ
′
i , τ
′
j) = τ
′
i(h(τ
′
j))− τ
′
j(h(τ
′
i)); αb′,b = cb − cb′,b, d’ou`;
αb′,b(τ
′
i , τ
′
j) = −
1
2
tr
{
φ−1τ ′i(φ)φ
−1τ ′j(φ)φ
−1∂φ− (i↔ j)
}
. (3.4)α
En outre, (3.4)h entraˆıne
βb′′,b′,b(τ
′′
i ) =
1
2
tr
{
φ−1ψ−1τ ′′i (ψ)∂φ− τ
′′
i (φ)φ
−1ψ−1∂ψ
}
(3.4)β
d’ou` le the´ore`me. Ici l’on identifie une 3-forme α avec une application antisyme´trique
T (A)× T (A) −→ Ω(A) de´finie par α(τ, τ ′) = iτ iτ ′α. △
3.5. Classe de Pontryagin. Soit X une varie´te´ alge´brique lisse sur k,
E un fibre´ vectoriel sur X . Choisissons une recouvrement affine U = {Ui} de
X , et des bases bi des Γ(Ui,OX)-modules Γ(Ui, E), d’ou` le cocycle de
∨
Cech φ =
(φij), φij ∈ Γ(Uij , GLn(OX)), b
i = φijb
j sur Uij , φijφjk = φik sur Uijk. Con-
side´rons les cochaˆınes de
∨
Cech p2(φ) =
(
1
2 tr{φ
−1
jk φ
−1
ij dφijdφjk}
)
∈ C2(U,Ω2X),
p3(φ) =
(
1
6 tr{(φ
−1
ij dφij)
3}
)
∈ C1(U,Ω3X); on a d∨
Cech
p2(φ) = 0, dDRp2(φ) =
d∨
Cech
p3(φ), dDRp3(φ) = 0. Il en re´sulte que p(φ) :=
(
p2(φ), p3(φ)
)
∈ Z2(U,Ω
[2,3〉
X )
ou` Ω
[2,3〉
X :=
(
Ω2X −→ Ω
3,fer
X
)
, la diffe´rentielle totale dans le bicomplexe de
∨
Cech
a` coefficients dans ce complexe e´tant d = dDR + (−1)
|DR|d∨
Cech
. De plus, si l’on
choisit des autres bases ′bi = gib
i, d’u` g = (gi) ∈ C
0(U, GLn(OX)), le cocycle
correspondant est φ′ =g φ, ou` gφij = giφijg
−1
j . On de´finit
p2(φ, g) :=
(1
2
tr
{
φ−1ij g
−1
i dgiφijg
−1
j dgj + φ
−1
ij dφijg
−1
j dgj − g
−1
i dgidφijφ
−1
ij
})
,
p3(g) :=
(1
6
tr
{
(g−1i dgi)
3
})
; p(φ, g) =
(
p2(φ, g), p3(g)
)
∈ C1(U,Ω
[2,3〉
X ).
Alors p3(
gφ) = p3(φ) + d∨
Cech
p3(g) + dDRp2(φ, g), p2(φ
g) = p2(φ) + d∨
Cech
p2(φ, g),
d’ou` p(gφ) = p(φ) + dp(φ, g). Donc la classe p(E) de p(φ) dans H2(X,Ω
[2,3〉
X ) qu’on
peut appeler la classe de Pontryagin-Atyiah-Chern-Simons (pacs), ne depend que
de E. On remarque que p(φ) = p(φ−1t), donc p(E) = p(E∗).
3.6. Les groupo¨ıdes AlgΓ(U,OX), U ⊂ X, forment un champ AlgX sur la
topologie de Zariski (meˆme e´tale), parsque les ope´rations (i) sont des ope´rateurs
diffe´rentiels qui se localisent. D’apre`s 3.2, AlgX est une gerbe sous Ω
[2,3〉
X (lo-
calement non-vide, mais pas localement connexe). Donc la classe caracte´ristique
c(AlgX) ∈ H
2(X,Ω
[2,3〉
X ) est de´finie, telle que c(AlgX) = 0 ssi Γ(X,AlgX) est non-
vide. Rappelons sa de´finition. On choisit un recouvrement affine U = {Ui} de X
avec Ui petites; on choisit les objets Ai ∈ Γ(Ui,AlgX). Sur les doubles intersec-
tions, il existe les isomorphismes hij : Aj |Uij
∼
−→ Ai|Uij
.
+ αij , αij ∈ Ω
3,fer(Uij).
Si l’on pose βijk := hij |Uijk − hik|Uijk + hjk|Uijk ∈ Ω
2(Uijk), on a c({Ai}, {hij}) :=
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(
(
αij), (βijk)
)
∈ Z2(U,Ω
[2,3〉
X ). Pour une autre famille ({A
′
i}, {h
′
ij}) il existent
hi : Ai
∼
−→ A′i
.
+ αi, αi ∈ Ω
3,fer
A/k ; alors (hj
.
+ αij)◦hij : Ai
∼
−→ A′j
.
+ (αj +αij) et
(h′ij
.
+ αi)◦hi : Ai
∼
−→ A′j
.
+ (α′ij +αi), donc il existe l’unique βij ∈ Ω
2
A/k telle que
dβij = α
′
ij − αij + αi − αj . Alors d((αi), (βij)) = c({A
′
i}, {h
′
ij}) − c({Ai}, {hij});
par de´finition c(AlgX) est la classe de c({Ai}, {hij}) dans la cohomologie.
Soit TX le fibre´ tangent de X . Choisissons des bases bonnes b
i de Γ(Ui, TX),
avec bi = φijb
j , φ = (φij) ∈ Z
1(U, GLn(OX)). Alors, d’apre`s 3.4, αbibj = p3(φ)ij
et βbibjbl := hbjbl − hbibl + hbibj = p2(φ)ijl . De plus, si {
′bi} est une autre famille
des bases bonnes, avec ′bi = gib
i, g = (gi), alors α′bibi = p3(g)i et h′bi ′bj −hbibj +
h′bibi − h′bjbj = p2(φ, g)ij . En particulier, on a
3.7. The´ore`me. c(AlgX) = p(TX), ou` TX est le fibre´ tangent de X. △
Soit φ comme dans 3.6, p = p(φ); soit Grp le groupo¨ıde dont les objets sont
les 1-cochaˆınes de Cech ω ∈ C1(U,Ω
[2,3〉
X ) telles que dω = p, avec HomGrp(ω, ω
′) =
{η ∈ C0(U,Ω
[2,3〉
X )| dη = ω−ω
′}. La construction 3.6 donne lieu au foncteur Gp −→
Γ(X,AlgX) qui est une e´quivalence des cate´gories. Il en re´sulte que π0Γ(X,AlgX)
est un torseur sous H1(X,Ω
[2,3〉
X ), non-vide si et seulement si p(TX) = 0, et pour
A ∈ Γ(X,AlgX) le groupe Aut(A) est isomorphe a` H
0(X,Ω
[2,3〉
X ).
4. Exemple
Soit X une courbe lisse sur k. Dans ce cas Ω
[2,3〉
X = 0, donc sur X il existe
l’unique, a` isomorphisme unique pre`s,OX -alge´bro¨ıde vertexAX . On propose ici une
construction directe de AX . Pour j ∈ Z on a de´fini dans [BS] le faisceau d’alge`bres
de Lie diffe´rentielles gradue´es A·j (j-ie`me Virasoro) sur X (cf. [BS] 3.1). On a
Aij = 0 pour i 6= −2,−1, 0; A
−2
j = OX , A
0
j = TX . On a la suite exacte canonique
des k-vectoriels (des OX -modules si j = 0) 0 −→ Ω
1
X −→ A
−1
j
pi
−→ TX −→ 0; Par
de´finition, la diffe´rentielle d : A−1j −→ A
0
j est e´gale a` π et d : A
−2
j −→ A
−1
j est
e´gale a` la compose´e de la diffe´rentielle de de Rham avec l’inclusion Ω1X →֒ A
−1
j .
Comme il est explique´ dans op. cit., la cate´gorie des alge`bres de Lie dg comme ci-
dessus est un k-espace vectoriel en cate´gories; en particulier, on peut les multiplier
par un scalaire. On a l’isomorphisme canonique A·j
∼
−→ (6j2 − 6j + 1)A·0. Pour
chaque λ ∈ k on a l’isomorphisme des k-modules λA−10
∼
−→ A−10 , donc la structure
canonique d’un OX -module sur A
−1
0 induit une structure de OX -module sur λA
−1
0 .
Conside´rons l’alge`bre de Lie dg 6A0. On pose AX = 6A
−1
0 . On de´finit les
ope´rations par a(−1)x = ax − 2∂π(x)(a); x(0)y = [π(x), y], x(1)y = [x, y] (a ∈
OX , x, y ∈ AX). Alors les axiomes (Alg1)–(Alg3) sont ve´rifie´s, et l’on obtient une
alge´bro¨ıde vertex sur X .
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